"Y si manana es como ayer otra vez lo que
Fue hermoso sera horrible después”
Charly Garcia

22 Reunion.
Independencia Lineal y Bases.

¢, Como se demuestra analiticamente si un conjunto de vectores genera un espacio
vectorial ?
Ejemplos:

1. Consideremos R;|z]

cgen{z’ —x+1, 2°+ 22+ 1, 3z — 5} = Ry[a] ?

Por lo visto en la reunién pasada, como {z? —x + 1, 2> + 2z + 1, 3z — 5} C Ry[z]
toda combinacion lineal de estos elementos es un elemento de R, [z]. Asi que para
ver si Ry[z] C gen{z? —z +1, 22+ 2z + 1, 3z — 5} basta con ver que todo polinomio
de R;[z] puede escribirse como combinacién lineal de los elementos del conjunto
{22 — 2+ 1, 2 + 22 +1, 3z — 5} .

SiPec RQ[QJ] = P = CLQZL’Q + aix + ag, CON ag, a1, ag € R.

Queremos ver si existen escalares o, 3, v € R, tal que:

P=ayr’ +ax+ag=a(x? -2+ 1)+ B(2® +22+ 1) + v(3z — 5)
=(a+ B2+ (—a+28+37)z+ (a+ 3 —57)

Igualando coeficiente a coeficiente:

a = a+pf
a = —a+20+3y
apg = o+ -5y

Vamos a ver si el sistema tiene solucion, para todo valor de as, a;, ag € R.

Planteamos la matriz ampliada:

11 0 Ja 11 0 | ay
-1 2 3 | Lho g 3 3 la1 + ag ]Sist.compatible\\/

11 =5 Jao) ™™ \0 0 =5 Jag— a

Entonces, podemos afirmar que Ry[z] C gen{z? —x + 1, 2*> + 2z + 1, 3x — 5} y por
lo tanto:



Ro[z] = gen{z? —x + 1, 2> +2x + 1, 3x — 5}

2. Consideremos R?*2

Sl N e Y |

Es claro que el conjunto de la izquierda esta incluido en R?*2, asi que sélo tenemos

que ver si toda matriz [Z“ 312} puede escribirse como combinacién lineal del
21 22
conjunto bl 10 L2 -l Buscamos entonces, si existen es-
) 1200 fo 1] |2 3" |1 —1|( ’

calares o, 3, v, A € R, tales que:

analg_’11 10/\12 1 -1
mem]'aL J*ﬁb J*’& J*AL —J

|:a11 @12} B {(x +B84+7+A o+ 2y — /\]

21 Q929 o+ 2”/ —+ A 2« + H + 3"// - A

Igualamos coeficiente a coeficiente y operamos con la matriz ampliada del sistema:

a+B+v+A = an
(0% + 2"/’ -\ = a19
« + 2’\/ + A= a921
204+ B+ 37y =X = ax

1 11 1 |ag; 1 11 1| ai

1 02 —1 Jap FoeFy 0 -1 1 =2| ap—ay | Fi-F

1 02 1 Jag| m-rym—2m [0 =1 1 0] an—ann | F-r

21 3 -1 |CL22 0 -1 1 —3| 929 — 2@11
1 11 1 an 1 11 1 an
0 -1 1 —2| a12 — A11 2F4+F3 0 —1 1 —2‘ 12 — Q11
0 00 2| a91 — A12 0 00 2| 91 — A12
0 00 —1| oo — 12 — Q11 0 00 0| 2a22 + a9 — 3&12 — 2&11

]Sistema compatible s6lo si 2ays + a1 — 3a12 — 2a1; =0




Entonces el conjunto dado NO genera R?*?. Porque el sistema no resulta compatible
para cualquier matriz de R?*2, por lo tanto no todas las matrices pueden escribirse como
combinacion lineal de los elementos del conjunto.

Mas aun, gracias a las cuentas que hicimos, podemos decir cudl es la condicién que
cumplen losm elementos de este subespacio:

1 1] [1 0] [t 2] [1 -1 )
gen{|:1 2:|’ |:0 1:|7 |:2 3:|a |:1 _1:|}:{AER2 2/2@22+6L21—3a12—2a11:0}

Concepto de dependencia e independencia lineal
= RZ=gen{(11)7, (01)"}
= R2=gen{(11)7, (01)7, (23)"}

¢ Cuantos vectores necesito para generar R? ?

1 ¢

Quiero quedarme con una cantidad minima de generadores.



= R?=gen{(11)7, (01)T} Para demostrar la igualdad sélo debo demostrar que todo
elemento de R? es combinacion lineal de los vectores (1 1)7y (0 1).
Entonces: Sea X € R? estudiemos si existen o, 8 € R tal que: X = (z; 22)7 =
a1 )T +p01)" &
& X =(z12)" =(a a+p)"

Oj 3 _ s =1 yB= (12— 1)

El sistema lineal tiene solucién Unica. Para cualquier valor del vector X puedo
encontrar unicos escalares para descomponerlo como una combinacion lineal de
los vectores (1 1)"y (01)7. Asique R? c gen{(1 1), (0 1)T}.

Entonces el conjunto dado, genera R? y notemos que, en este caso (en la que no sobran
vectores ) la solucién del sistema es unica. Veamos el otro ejemplo:

= RZ=gen{(11)7, (01)7, (23)T}.
Otra vez, ya sabemos que
gen{(11)", (01)", (23)"} c R% Tomemos un elemento genérico X € R? y plan-
teamos:
X=@ma) =a(l)+8 01" +v(23)"
(11 79) = (v + 2y a+ f+37)"

a + 2y = m
at+ B+ 3y = x

Planteamos la matriz:

GHINGHENES
Entonces, el sistema tiene infinitas soluciones.
Como es compatible, afirmamos como en el caso anterior :
R*cgen{(11)", (01)", (23)"}
R*=gen{(11)", (01)", (23)"}.
La diferencia, en cuanto a la resolucion del sistema lineal planteado, con el caso anterior

entonces, es que el sistema no tiene solucion unica cuando busco escribir cada elemento
de R? como combinacién lineal de los vectores del conjunto.

Entonces, resumamos para este caso tan simple qué encontramos:
R*=gen{(11)", (01"}
R*=gen{(11)", (01)", (23)"}



= En el segundo conjunto, como los dos primeros vectores sirven para generar R?, en
particular el vector (2 3)T es combinacion lineal de los anteriores.

= Como vimos en la resolucién de los sistemas, cuando tengo una cantidad minima
de generadores la combinacion lineal para escribir cada elemento de R? tiene Unica
solucién y en el otro caso no.

Dependencia e independencia lineal

Definicién: Se dice que un conjunto de dos o més vectores, {vy,vs,...,v,} CV—-K
espacio vecorial, es linealmente dependiente (I.d.) si alguno de sus elementos es
combinacion lineal de los demés.Si el conjunto estd formado por un Unico vector, vy,
se dice que es linealmente dependiente sélo si v; = Oy

Cuando esto no sucede, se dice que el conjunto es linealmente independiente.

Definicidén equivalente de independencia lineal

Se dice que un conjunto {vy,v,...,v,} C V — K espacio vectorial es linealmente
independiente si:

)\11}1+)\2U2—|—..."'+/\n1}n:@vz>)\1:)\2:"':>\n20

Nota: Existe una unica combinacion lineal para escribir Oy.
Ejemplo:

l

. . , 1 . 9 9
Analizar si el conjunto { (2 N 1) , (_1 i Z) } esli.enC*—RyenC*-C.

1. Si analizamos la independencia lineal de este conjunto en C? como un R espacio
vectorial, tenemos que igualar a Ocz una combinacién lineal:

1 1 0
A1 <i+1) + Ao (_1+Z.) = (0>, con A, A\ € R.

A+ idg (0
(Al(z’ + 1)+ Mo(—1+ 1)) - (0) ) CON A Ar € R.

Entonces : \; +ily = 0 <

1 i : ) : :
Luego { <Z n 1) , (_1 n Z) } es l.i. en C* como R espacio vectorial.



2. Veamos qué pasa si analizamos la independencia lineal del mismo conjunto pero
considerando el espacio vectorial C> como un C espacio vectorial.

1 1 0
A1 (z’+1) + A (—1+z’> = (0), con A\, A\ € C.

A+ idg (0
()\1(2'—1— 1) + Xo(—1 —|—z’)> - (0) » con A, A e L

Si lo analizamos como un sistema lineal, tenemos la matriz ampliada :

[t el

Entonces : A\, +idy = 0 < ] A = —idg, Ny € C.

(—iXo) <Z i 1) + Ao <_1i+ z) = (8) , con A, € C.
Ao [(—z’) (iil) + <_1i+ Z)} = (8) , con \; € C.

. i\ (1
Por lo tanto, el conj es |.d. pues : <_1 + Z) =1 ( )

1+1
Observaciones Vamos a listar algunas propiedades muy directas:

= Todo conjunto que contenga a Oy es |.d.

= Si un conjunto tiene dos elementos {u;, us} s ld 3k € K/uy = ku;.

» Si {u, us,..., ux} €s un conjunto de vectores y u, es combinacion lineal de los
demas vectores del conjunto, entonces:

gen {uh U2y - oy uk} =gen {ula U2y -+ oy ukfl}
Lema de independencia lineal Si un conjunto de vectores {vy,vs,...,v,} con
v; # Qy, es linealmente dependiente , siempre existe un minimo & tal que:
B Y, € gen {Ul, Vo, . .. ,Uk_l}
w {v1,v9,...,0,_1} €S UN L.

Comparacién del cardinal de un conjunto l.i con un conjunto generador de un
subespacio. Si {v1,...,v,} s un conjunto l.i. en un K-espacio vectorial Vy {wy, ..., w,}

genera el espacio vectorial V = | n < m]



Base de un espacio vectorial

Definicion: Sea V—Kespacio vectorial, se dice que un conjunto B = {vy,vs,...,v,} C
V es base de V si cumple:

m gen{uy,ve,...,0,} =V

m {v,v9,...,0,} €s L.

Como el numero de elementos de un conjunto linealmente independiente es
siempre menor o igual que el numero de elementos de un conjunto que genera el es-
pacio vectorial. Es inmediato demostrar que todas las bases de V tienen la cantidad de
elementos.

Supongamos que B = {vy,...,v,} y B’ = {wy,...,w,} son dos bases de un
espacio vectorial V, vamos a demostrar que n = m.

» Como B genera Vy B’ es un conjunto Li. = n > m (1).
= Como B’ generaVy Besli.=m>n(2).
= Como se cumplen (1) y (2) = n = m.

Entonces, tiene sentido dar la siguiente definicion:

Definicion: Si un conjunto finito B = {v;,...,v,} es base de un K-espacio vectorial
V se dice que n es la dimension de V.
Se nota dim(V) = n.

Aclaracion: El subespacio nulo, {Oy}, tiene dimension 0. El subespacio nulo no
tiene base.

Se dice que un espacio vectorial es de dimensién infinita si no es de dimensién
finita.

Bases canénicas

m En R” la base candnica es

0
E]Rn: . y g ey



Que en forma mas compacta, de ahora en mas escribiremos:
Egrn = {61, €2,... 6n} , CONne; € R"/(el)k = 0.
El conjunto cumple con la definicion de base, pues:

X eR" X =xie1+x069 + -+ +156,, VX €R".

Genera v
Ademas, si :
Arer + Aoeg + - -+ \pey, = Opn &
AL A )T =000, 0" <
S A =0 X=0...1=0
Esli. v

Por lo tanto Ex~ es base de R" y dim(R") = n.
= Si consideramos C" como C-espacio vectorial, la base candnica es:
Ecn_c ={e1,ea,...€,}
SiXeC" X =(xq1, 2o, ..., a:n)T, conz; €C,V1<i<n.

X =uxie1 + x9e0 + -+ 1€,

TV
comb. lineal con escalares en C

El conjunto genera C* — C v

La independencia lineal, se prueba como en el ejemplo anterior.
El conjunto es l.i. v/

Por lo tanto Ecn_c es base de C* — Cy dim(C" —C) =n

m Ahora consideremos C" como R-espacio vectorial.
¢ Cual es la diferencia con el punto anterior?
Las combinaciones lineales en este espacio vectorial s6lo admiten escalares reales,
entonces ya no podemos generar el espacio vectorial con los vectores {e;, es,...¢€,}
Pues haciendo combinaciones lineales de estos vectores con niumeros reales, sélo
obtenemos vectores que en cada coordenada tienen un nimero real.



XeCr e X =(xy, 29, ..., xn)T
Cada xy = ay, + iby, ai, by € R, entonces, podemos escribir:

X = (x1, mo, ..., xn)T
= (a1—|—ibl, a2+ib2, ceey an—l—zbn)T
= aie; + agey + -+ + aney + brej + baeip + - - + bpeyy

Donde eir € C”/(ezk)l = zékl

Entonces, VX € C" se cumple:

X = @161 + Ggey + - -+ apep + bie;1 + boejg + -+ + bnei73

c.l. qe vectores en C:Z,con escalares reales. ; ]
Entonces, en este espacio vectorial, C* — R, la base mas directa es

E(C"—R - {617 €2,...6n,6i1,6€2, ... 7€in}
Ya vimos que E¢»_g genera C" — R V.

La independencia lineal también es directa pues si:
Arer + Ageg + -+ Apep + Brea + Baeip + -+ Brem = Ogn

Ilgualando coordenada a coordenada:
>\1+’i51 :O,)\g—l-’iﬁg :O,)\n—i-lﬁn :0
Asi obtenemos:

)\1:)\2::)\71:0:51252:/671
El conjunto es Li. v/

Por lo tanto, Ec»_r €s base de C* — Ry dim(C" —R) = 2n

m En R™*" la base canodnica, se nota:
ERmX" = {6117 €12,--+,€1n, €215, .- €20y - ., Em1, ... emn}

- 1si (i,5) = (K1)
[ekl]zg—{OSI (Z )#(l{%l),VOSB,kS
Tarea: chequear que

Egrmxn genera R™* ™y es l.i.

Por lo tanto, es base de R™*" y dim(R™ ") = m x n.



» Estudiemos ahora R, [z], el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que
n, junto con el polinomio nulo.
La base candnica de R, [X] seré:

Eg,x) = {z", o" ' ..., x, 1}
Es inmediato que si P € R, [z]:

P = a,2" 4+ ap_12" " + - + a1z + ag, cona; € R.

. Vv
comb. lineal de z",...,z,1

Luego Eg, [, genera R, [X] v

La independencia lineal, también es directa pues: A\, 2" + X\, 12" 14 -+ Nz +No.1 =
@Rn[m] =

S N\, = - = A = N\ = 0, pues para que dos polinomios sean iguales, sus
coeficientes deben ser iguales.

El conjunto es l.i.v/

Luego Eg, [, es base de R,[X]y dim(R,[z]) =n + 1.

Observaciones importantes En lo que sigue V es un K-espacio vectorial con dim(V) = n.

1. Si{v,v9,...,0p} €S li. &k <n.

Esto es consecuencia directa de la propiedad demostrada en el Episodio anterior (
cardinal de un conjunto l.i. < cardinal de un conjunto generador). Como dim(V) = n,
toda base tiene n elementos y como toda base es un conjunto generador de V se
cumple que k < n.v’

2. Si{wy,wq,...,w,} generaV=m > n.

Es consecuencia de la observacién ya citada, cualquier base de V tiene n elementos y
es Li, por lo tanto como este conjunto es generadorde V= m > n.v’

3 Si B ={uy,us,...,u,} €s un conjunto Li. en V= B es base.

Supongamos que B no es base, como por hipétesis es un conjunto l.i, si no es base
del espacio vectorial, sera porque no genera V = Jv € V tal que {uy,us, ..., u,,v} €s
l.i. Absurdo, pues como dim(V) = n = todo conjunto l.i. tiene a lo sumo n elementos
= B genera V y por lo tanto es base.v’

4 Si B = {uy,us,...,u,_1,u,} €S un conjunto generador de V = B es base de V.
Otra vez, supongamos que B genera V y no es base = B no es l.i.= hay algun vector
de B que es combinacion lineal de los demas, supongamos, sin pérdida de generalidad,
que es u, = gen{uy,us,...,u, 1} = V. Absurdo, pues como dim(V') = n todo conjunto
generador tiene por lo menos n elementos. Luego B es l.i. y por lo tanto B es base. v/



5 Si un subespacio S C V = dim(S) < n. (Tarea para el hogar)

6 Siun subespacio S C Vydim(S) =dim(V) = S =V.

Si dim(S) = dim(V) = n = 3 Bs = {uy,us,...,u,} base de S de n elemmentos. Si
suponemos que S # V = Jw € V tal que w ¢ S Entonces, el conjunto {uy, us, . .., u,, w}
resulta |.i. Absurdo pues como dim(V) = n, todo conjunto L.i. tiene a lo sumo n elementos.
Como el absurdo viene de suponer S #V = S =V.v/
Independencia Lineal de funciones en C™ (1) Supongamos que tenemos que anali-

zar si un conjunto de funciones {¢1, ¢2,..., ¢} CC™(I),(m >n —1) esl.i.
Antes de seguir recordemos que C™(I) es el conjunto de las funciones de I en R que son
m veces derivables con continuidad.

Para ver si las funciones son L.i. igualemos una combinacién al elemento neutro del

espacio vectorial:

AQ1+ Ao + -+ M@ = Oom(py &
S Mo (x) + Aaa(z) + -+ - 4+ Apgn(x) = 0,V € 1.
Recordando que la derivada de una funcion constante en un intervalo es nula en ese
intervalo y derivando m.a m. hasta obtener tantas ecuaciones como incognitas, se cumple
Vz € I:

M@ () + Aoty (@) + - - - 4+ And, (2)
MY () + Aoy () + -+ 4+ Andi ()

0
0
0

Moy (@) + Aadhy T (@) + -+ Mgl (@) = 0

Si escribimos este conjunto de ecuaciones en forma matricial, obtenemos :

b)) dale) .. bule) Ay [0
@) o) .. ) | (o
o o oow || 2] veer
S V@) o) L o @) )\ \o

Entonces, en particular, si x = x, el sistema:



¢1(o) P2 (o) 0) 0
1 (o) ¢ (o) 0) 0
¢1xo) Py0) o) = |:
D) 65 (o) e ) )\

El sistema homogéneo tiene solucion Unica si y sélo si la matriz del sistema es
inversible. esto es equivalente a pedir que su determinante sea no nulo.

¢1(o) 2(o) Pn (o)
¢ (wo) @5 (o) @ (20)
170) 5%0) ¢ (20) #0

&' (x0) ¢35 (w0) o' ()

Entonces encontramos una condicion que nos permiter afirmar cuando un conjunto
de n funciones son Li.en C"(I), m > n — 1.

Definicién: Dado un conjunto de funciones {¢1, ¢s,..., én} con ¢; € C»=U(I)V 1 < i < n se llama wronskiano
{¢17 ¢2 77777 ¢n} a:
o1 (x0) ¢2(z0) e #n(z0)
¢'1”(fﬂo) ¢'2N(Zo) a0c % (zo0)
W(¢1’ b2, .., ¢n) — ¢1 IO) (]52.1‘0) o ¢n(x0)
" Dzo)  6F" (o) ¢V (o)

Teorema del Wronskiano En el desarrollo anterior, hemos demostrado que :

Si{¢1, ¢a,..., ¢} C C"V(I)y paraalgin z, € I, se cumple W(¢y, ¢a,..., ¢n) #
0= {¢1, ¢a,..., ¢n} €s linealmente independiente.

Si {¢1, ¢2,..., ¢n} C C™V(I) es un conjunto linealmente dependiente =
W (b1, bo,..., ¢n) =0Vz € I.

Aclaracion: El reciproco de este teorema no es verdadero , existen funciones
tales que W(¢y, ¢9,..., ¢,) = 0,Vz € I, pero las funciones bf no son linealmente

dependientes. Ejemplos

a Verifique que el conjunto {**, €3} es Li. en C>°(R).

Calculemos el wronskiano de estas dos funciones. Aqui: ¢;(z) = €2*, ¢qo(x) = €*
¢ (x) = 2e*, Ph(z) = 3e**



62.’17 €3x

2x 3\ __
W(e , € )_ 26232 36332

=3 — 2" = £(OVr €R

Por lo tanto, el conjunto {e**, "} es L.i.

b Pruebe que el conjunto {z3, 2%, x} es l.i.usando el teorema del wronskiano.Aqui:

¢1(x) = 23, ¢o(x) = 22, ¢3(x) =x

o1 (x) = 322, Ph(x) =2z, @) =1
¢1(z) = 6z, ¢3(z) =2, ¢5(x) =0
2tz
W(z? z, 1) = |32% 2z 1|=—22°
6z 2 0

W(2? x, 1) = -2 40z ¢ R— {0}

Por lo tanto el conjunto {23, z2, z} es l.i.

¢ Analicemos la independencia o dependencia lineal del conjunto {z3, |z3|} € C*(R).
Si¢gi(z) =23y ¢o(x) = |27

Una primera cuestidén es que, teniendo en cuenta que

2 siz>0

$o(2) = |2°| = { 3

—x° siz <0

Quedaria como tarea ver que esta es dos veces derivable , con continuidad, en
x = 0. Suponiendo que esa tarea ya esta hecha, si calculamos el W (¢, ¢2), tenemos:

Py (x) =32y ¢ (x) = 6z
o {3x2sixzo Y {stixz()

27 1 =32%2siz <0 27 1 -6xsiz<0
Luego:
3 a8
W(¢1, ¢2> - 31‘2 3$2 - O, VI > 0
3 3
W(¢1a ¢2) = 31.2 31‘2 = Oa V.T <0




W(é1, ¢2) = 0y las funciones ¢; y ¢2 son claramente l.i, pues no son una mdltiplo
de la otra.
Ademas de lo graficamente, una de las primeras propiedades que vimos al definir inde-
pendencia lineal, en el episodio anterior, fue que si un conjunto de dos elementos era |.d,
entonces un elemento debia ser multiplo del otro. Entonces:

Sies |.d:
S k= ¢o(x)/p1(x), Vo tal que ¢(x) # 0.
En este caso, como ¢o /¢y =18ix >0y ¢o/p1 = —1siz < 0= B k/ps(x) = ke (). Por

lo tanto {¢1, ¢-} es Li. Tal como sefalamos, puede ser que el wronskiano de un conjunto
de funciones resulte nulo y las funciones ser L.i.

Por supuesto, si tomamos un conjunto de funciones I.d. el wronskiano con seguri-
dad se va a anular.

Conclusion : Si W (1, ¢o,..., ¢,) =0, no puedo afirmar que las funciones sean I.d.
o l.i. y tendré que estudiar la independencia lineal del conjunto con otras herramientas.



